
第二章  

一元二次函数、方程和不等式 

                复习与小结



本章知识结构



               1.不等关系是普遍存在的；用来表示不等关系的式
子叫不等式。利用不等式(组)刻画不等关系时应注意下列问题：

      (1)问题中的不等关系有哪些，是否需要这些不等关系同时
成立; (2)每一个不等关系各是怎样的；(3)需不需要设出变量。

2.两个实数大小关系的基本事实：
0;
0;
0.

a b a b
a b a b
a b a b

   
   
   

      利用这个事实可以采取作差法可以对一些代数式的大小进
行了比较也可以证明不等式：

(1)作差；
(2)变形；
    目的：便于判定差的符号 
    常用的方法：因式分解、配方、通分、分子有理化等
(3)定号；
    当差的符号不确定时，一般需要分类讨论
(4)作结论。
   根据当差的正负与实数大小关系的基本事实作出结论 返回

回顾思考



3.等式的基本性质

不等式的性质： 

                                                     基本性质

性质1(对称性): 性质2(传递性):

性质3(可加性):

性质4(可乘性)
 (乘正保序, 乘负反序): 

a b b a  　 ,a b b c a c   　

a b a c b c    　

, 0
, 0

a b c ac bc
a b c ac bc
   
   

性质5(同向
可加性)：

a b
a c b d

c d
 

    
性质6(同正
同向可乘性)：

0
0

a b
ac bd

c d
  

   

0 ( , 2)n na b a b n N n      性质7(同正可乘方性)：
注：①性质1,3可逆；
       ②性质5,6可推广到多个同向不等式;
       ③性质5,6,7可将“同正”扩大到“同为非负数”；
       ④由性质还可得到同号倒数反序 1 10ab a b

a b
   时：

移项推论： ( )a b c a c b       

返回



4.基本不等式及其推导

 对 任 意 的 ， ， 有

              

  当 且 仅 当 时 ， 等 号 成 立

0 0

2

a b
a ba b

a b

 






  

(1)基本不等式的常见变形：

a + b ≥ 2①  a b   ;

2a + ba (② b ≤ )
2

 

      代数特征：
      两个正数的几何平均数不大于它们的算术平均数，当且仅
当这两个正数相等时，二者相等.
      几何解释：
      圆O的半弦CD不大于圆的半径OD，当且仅当C与圆心O
重合时，二者相等。

(2)基本不等式的推导和证明：

②由重要不等式得出；

①利用两个实数大小关系的基本事实用作差法得出；

③执果索因，用分析法得出。 返回



5.用基本不等式求最值的条件 一正二定三相等

(1)a、b要同为正数；
(2)求a+b的最值时, ab应为定值 ; 
     求ab的最值时, a+b应为定值；
(3)当a=b时, 

2( )
2

a b2( )
2

a bab ab
   由 得 ， 有 最 大 值 ：

2 ab2a b ab a b     由 得， 有最小值：
若代数式可以化为两正数之和且积为定值的形式，或是两正数
之积且和为定值的形式，并在这两正数可以取得相等时，就可
以用基本不等式来求其最值。（事实上，两个数是非负也成立）
用基本不等式解决数学中的最值问题
   ①直接应用类；
   ②配凑定值类；
      通用过添拆项，变系数，分离出常数或整式，化为积并使
它们的和为定值，化为和并使它们的积为定值.  
   ③条件最值类。
     常量(如1)替换，变量替换(消元)

返回



6.二次函数与一元二次方程、不等式的关系：

一元二次方程
ax2+bx+c=0的根

二次函数
y=ax2+bx+c

设y=0
一元二次方程
ax2+bx+c=0

设y≠0 一元二次不等式
ax2+bx+c<0(或>0)

右边化为0，
左边设为y

二次函数函数
y=ax2+bx+c的零点

(1)形式上

(2)数值上

一元二次不等式ax2+bx+c>0
（或<0）解集的端点

返回



7.利用“三个二次”间的关系解一元二次不等式的主要过程：

查系数 解方程
画图象

取解集

  (1)检查二次项系数
       将不等式化为一般形式，并检查二次项系数 
 a的正负，对于a<0的不等式，将a化为正数。 

(2)解对应的方程
    若∆≥0（分解因式亦可），求出方程ax2+bx+c=0的根;      
    若∆<0，则方程ax2+bx+c=0无根。

(3)画图象
    画出对应函数y=ax2+bx+c的大致图象。

(4)取解集（a>0）
    根据图象写出对应不等式的解集:
有根时：大于取两边，小于取中间，等于取根点
无根时：大于取R，小于、等于取Φ

返回



8.基本不等式的应用

(1)证明不等式 
(2)求最大值或最小值
①实际问题中的最值 ；②数学中的最值。

返回

一元二次不等式的应用

(1)解一元二次不等式

(2)解决实际问题

(3)解决三个二次间关系问题
   ①求参数的值 ；      ②恒成立与能成立的问题。

①不含参数一元二次不等式 ；
②含参数一元二次不等式 。

   当二次项系数不确定时： 一般分二次项系数”大于0,小于0
和等于0三种情况；
    当对应方程根的个数不确定时：一般分∆大于0，小于0和等
于0三种情况；
    当方程两根的大小不确定时：一般分x1<x2, x2<x1和x1=x2
三种情况。



例析

      在两次购买同一商品时，不考虑商品的价格变化，采用两
种不同方案：第一种方案，每次购买这种商品的数量一定；第
二方案，每次所花的钱数一定。问哪种方案比较省钱？

采用第一种时，
设 两 次 购 买 时 的 单 价 分 别 为 和1 2 ,p p

设每次购买时的数量均为 ，n 则商品的平均价格为
1 2

2
p n p n

n
 1 2

2
p p



采用第二种时，设每次所花的钱数均为 ，m 则商品的平均价格为

1 2

2m
m m
p p




1 2

1 2

2 p p
p p

1 2 1 2

1 2

2
2

p p p p
p p


 




2
1 2 1 2

1 2

( ) 2
2( )

p p p p
p p

 


2
1 2

1 2

( )
2( )

p p
p p



 0

采用第二种方案比较省钱

思考1:比较省钱的意思是什么？

采用这一方案时商品的平均价格较低一些
解：



      在两次购买同一商品时，不考虑商品的价格变化，采用两
种不同方案：第一种方案，每次购买这种商品的数量一定；第
二方案，每次所花的钱数一定。问哪种方案比较省钱？

1 2

1 2

1 2

2
2

p p

p p
p p







你能用作比的方法来比较 和 大小吗考 ： ？思 2 1 2 1 2

1 2

2
2

p p p p
p p




2
1 2

1 2

( )
4

p p
p p


2
1 2

1 2

(2 )
1

4
p p
p p

 

1 2

1 2

2 0p p
p p




 1 2 1 2

1 2

2
2

p p p p
p p


 



你能所作的结论作一些思考3： 推广吗？
     (1)多次购买同一种商品时，采用每次所花钱数相同的方法，
比较省钱。

    (2)甲从A地到B地，前一半路程行走速度为v1，后一半路程
的速度为v2,  回来时，前一半时间行走速度为v1，后一半时间行
走速度为v2。则甲回来时要慢一些。



1.下列不等式正确的有_______________

练习

若 则 若 则

若 则

若 则

1 1(1) , , 0; (2) 0, 0, ;

(3) 0, ;
2

(4) 0, .

c da b ab bc ad ab
a b a b

a bb a ab a b

a bc a b
c a c b

      


    

   
 

   

 

 

(1) (2) (4)  

2.设x=2a(a+2)-2, y=(a-1)(a+3)，则x、y的大小关系是(    ).
(A)x>y     (B)x≥y       (C)x<y             (D)x≤y

3.已知 的大小关系是
3 4

4 5

2022 1 2022 1, , , ______ .
2022 1 2022 1

a b a b 
 

 
      a b

B

x-y=[2a(a+2)-2]-(a-1)(a+3) =a2+2a+1 =(a+1)2 ≥0

a b 
3 5 4 2

4 5
(2022 1)(2022 1) (2022 1)

(2022 1)(2022 1)
   

 

0
5 4

4 5
2022 2 2022

(2022 1)(2022 1)
 


 



0 , 0a b    
解: 方法1

由 得- 3a b ab  

- 3a b ab 

即 2( ) 4( ) 12 0a b a b    

解得 ，或6 2x x   舍去( )

当 时取等号( )a b

的 最 小 值 为 6a b 

方法2
由 得- 3a b ab 

3
1

ab
a





3
1

aa b a
a


   


( 1) 4
1

aa
a
 

 


41
1

a
a

  


4( 1) 2
1

a
a

   

42 ( 1) 2
1

a
a

   


  6

当 ，即 时取等号。41 3
1

a a
a

  


的最小值为6a b 
此时 即, 3a b a 

, 0a b  1a 

设   则, 0,a b x x  

 2 4 12 0x x  

例 已 知 均 为 正 数 ， 且 ， 试 用 两 种 方 法
      求 的 最 小 值 以 及 此 时 的 值 。

2. , - 3a b a b ab
a b a

 



例析

2( )
2

3a b
 

即 6a b 



练习

0 , 0a b    
解: 方法1

      已知 均为正数，且 ，求 的最小值
以及此时 的值。

, 0a b ab a b ab
a

  

由 得0ab a b   
ab a b 

即 2 0ab ab 

解得 ，或2 0x x  舍去( )

当 时取等号( )a b

方法2
由 得0ab a b  

1
ab

a




1
aab a

a
  



2

1
a

a



2( 1) 2 1

1
a a

a
  




2( 1) 2( 1) 1
1

a a
a

   




12 ( 1) 2
1

a
a

   


  4

当 ，即 时取等号。11 2
1

a a
a

  


的 最 小 值 为4ab此 时 即, 2a b a 

, 0a b  1a 

设   则, 0,ab x x 

 2 2 0x x 

2 ab

1( 1) 2
1

a
a

   


则 2 4ab x 

的 最 小 值 为4ab



由 题 意 得 ，解: (1)

例析

2 ,a 
且 方 程 的 两 根 为 和2( - 2 ) 2( - 1) 4 0 2 1a x a x  

4( 2 ) ( 1 )
2a

   


4a 
当 ， 即 时 ，(2 ) 2 0 2a a  

为2( - 2) 2( -1) 4 0a x a x   ，2 4 0x   不恒成立
当 ， 即 时 ，2 0 2a a  

由 题 意 得
2

2
,

[2( -1)] 4 4( 2) 0
a

a a


     

                           
即 2

2
6 9 0

a
a a


   

          

3a 

综上， 3a 







课堂小结

       请说说本章的主要思想方法有哪一些，能否举例说明体现在
哪些地方？

2.数形结合的思想方法：

     将实际问题中的数量关系，通过设出自变量转化为函数数或不等式；利
用函数、方程、不等式的关系，解一元二次不等式，处理一元二次不等式恒
成立等。

1.函数函数与方程的思想方法：

3.化归与转化的思想方法：

4.特殊与一般的思想方法：

5.分类与整合的思想方法：
解含参一元二次不等式；恒成立问题中不等式类型的讨论

     基本不等式的几何解释；二次函数图象与二次方程的根，二次不
等式解集的关系。

     比较大小转化为判定差的符号；运用基本不等式进对式子的转化；二
次函数、二次方程与二次不等式问题间的转化。

      应用基本不等式的一般结论求特殊实例中的最值；由特殊的二次函数、
二次方程与二次不等式间的关系推广为一般的二次函数、二次方程与二次
不等式间的关系，再用这个关系去解特殊的二次函数、方程和不等式问题



作业

1.教材P57-58复习参考题2  第4，5，6，7题

2.(选做题)教材P58  第9题


